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摘要
我们基于两味Nambu-Jona-Lasinio模型，系统地描述了QCD临界点(QCD-CP)和两味色超导电性(2SC-CP)的软模动力学
，并研究了它们对相对论重离子碰撞(HIC)中电磁可观测量的影响。我们首先证明，与各自序参数的涨落耦合的集体
激发是各自相变相关的软模，在各自临界温度以上的低能低动量区域，它们获得了显著的谱强度，各自的谱函数的峰
值能量下降，即变软，并在临界点最终消失。研究表明，2SC的二夸克软模导致伪隙，即费米面附近但高于临界温度
的夸克谱态密度下降。然后，利用凝聚态物理学中描述金属超导体正常相“反常导电性”的思想，我们表明软模导致
电导率和双夸克产生率的异常增强，并讨论了它们与HIC的相关性。
关键词：软模：QCD临界点；色超导电性；伪隙；重离子碰撞中的双夸克产生率；电导率
1. 引言
现代物理学的核心问题之一是揭示热密物质（如致密星核或宇宙早期）的性质。由于这种极端热密物质应以量子色动
力学(QCD)中的夸克和胶子来描述，这种努力可以等同于以QCD或QCD凝聚态物理学的方式发展凝聚态物理学。基于
晶格QCD模拟和QCD低能有效理论的累积理论工作表明，在这种物质中可能发生各种类型的相变[1]，包括色超导电
性(CSC) [2]的出现，以及存在一个称为QCD临界点(QCD-CP) [3,4]的临界点，在较高密度和较低温度区域，一阶相变
线结束，相变转向
-----

二阶非零夸克质量1。
*报告编号：YITP-26-39；J-PARC-TH-0334
1
实际上，由于矢量相互作用[6]、Kobayashi-Maskawa-’t Hooft（KMT）异常项以及各自配对粒子的费米球不匹配，QC
D-CP周围的相结构可能更加复杂，并可能存在多个临界点[5]。
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使用高能重离子碰撞（HIC）[7]进行的地面实验已经用于探测这种高温高密度物质，尽管是在非平衡状态下，而且几
个国家开发或计划中的下一代实验项目[8]以及束流能量扫描实验[9,10]都旨在关注相对较低温度下的密集物质。由于
在正常相中，随着系统接近临界点，序参数的波动以发散的方式增长，因此与这种波动相关的可观察量应该是探测HI
C中QCD相变的主要兴趣点。

在QCD-CP[11]的情况下，由于它在有限重子密度下存在显式手征对称破缺时出现，其序参数是重子密度和手征标量凝
聚态的线性组合，这是由于电荷共轭对称性的违反，正如Walecka的σ-ω模型[12,13]所熟知的那样；参见后者的附录B
。因此，人们一直对通过逐事件分析[9,14,15]提取重子数密度波动或二阶和更高阶累积量感兴趣。然而，在本文中，
我们将关注正常相中序参数波动的动力学方面，例如，在临界温度以上，其中序参数的动力学波动在空间区域具有主
导强度。这是与密度波动相对应的集体粒子-空穴激发，并且具有QCD-CP的软模性质，即集体模式的峰值能量随着系
统接近正常相中的QCD-CP而降低（软化），最终在该点变为零[16-19]。

至于由费米球中的吸引性双夸克相关（库珀对）引起的CSC，由于夸克的内在自由度，存在各种CSC模式[2]。在这些
配对模式的各种中，本文仅考虑两味色超导性（2SC），并考虑先导双夸克波动，假设相变2的第二阶性质。事实上，
已经表明在CSC的正常相中存在一个特定的软模，它在空间区域具有突出的光谱支持[24-27]。

我们将基于质量为2味和3色的Nambu-Jona-Lasinio（NJL）模型[28-34]，基本上遵循参考文献[24-27,35]，以协调一致的
方式仔细检查与各自相变相关的这些软模的光谱特性。

然后，我们首先表明2SC的双夸克软模导致夸克谱中的伪隙，即d的下降（降低）。

关于夸克谱在费米能级附近的态密度，以及在临界温度以上及其附近的态密度。
尽管找到好的可观测量以实验上确认伪隙仍然是未来的一个问题，但我们将表明，这两个相变中的软模都会导致电导
率异常增强，并且希格斯玻色子对产生率（DPR）可以通过HIC观察到。为此，我们采用凝聚态物理学中建立的一个
想法来解释金属超导体中电导率异常过剩的现象，称为“反常电导率”[36-39]，[39,40]。
不用说，由于与周围物质的相互作用相对较弱，DPR应该有助于通过HIC检测出所创造物质的动力学性质，并且电导
率在热密夸克物质中的重要性[41-47]已被揭示，这对于理解HIC中创造物质的时空演化具有重要意义[48-50]。
本文的组织结构如下。在下一节中，我们介绍模型拉格朗日量，并展示其在平均场近似下的相图。在第3节中，我们基
于线性响应理论，将软模作为集体激发给出统一的描述，并阐明了谱函数解析性质的重要差异；然后，关注各自的解
析性质，我们推导出在各自临界点附近的近似低能有效传播子。在第4节中，我们计算了夸克态密度。应注意的是，胶
子涨落可能会将相对较低密度下的相变从第二阶转变为（弱）第一阶[20-23]。然而，关于低密度区域第一阶性质强度
的结论性说法似乎并不存在。因此，本文将假设相变是第二阶或弱第一阶。
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通过分析能谱并建立伪隙现象的出现。在第5节中，我们通过考虑软模来计算介质中的光子自能，并证明软模在2SC和
QCD-CP各自的临界温度附近但高于这些温度时，会导致电导率和双电子产生率的异常增强。最后一节是对本文的简
要总结和结论。

2. 模型拉格朗日量和相图
为了探索致密夸克物质中临界涨落的影响，我们采用了一种简单的2味NJL模型，其中包含电流夸克质量，正如参考文
献[35]中所述，
L = �ψi(/��m)ψ + GS[( �ψψ)2 + ( �ψiγ5�τψ)2] + GD( �ψiγ5τ2λAψC)( �ψCiγ5τ2λAψ),
(2.1)
其中ψ(x)是夸克场，ψC(x) = iγ2γ0 �ψT(x)表示其共轭。�τ = (τ1, τ2, τ3)是味SU(2)f的泡利矩阵，λA (A = 2, 5
, 7)是色SU(3)c的盖尔曼矩阵的反对称分量。标量耦合常数GS和动量截止Λ被确定，以便在当前夸克质量m = 5.5 MeV
时再现π介子质量mπ = 138 MeV和π介子衰变常数fπ = 93 MeV [32]：GS = 5.50 GeV�2和Λ = 631 MeV。我们将GD视
为一个自由参数，并在各种估计得到的范围内变化[34]。

为了描述手征恢复和2SC相的出现，我们采用标量和双夸克算符的平均场近似（MFA），
�σ(x, t) = �ψ(x, t)ψ(x, t)
和
�δA(x, t) = �ψC(x, t)iγ5τ2λAψ(x, t),
(2.2)
以及它们各自的期望值��σ�和��δA�分别称为手征和双夸克凝聚。在这个近似下，拉格朗日密度具有以下形
式
LMFA = �ψi(/��m)ψ �M �ψψ �1
2(�� �ψCiγ5τ2λAψ + h.c.) �M2
4GS
�|�|2
4GD
，
(2.3)
其中M = �2GS��σ�和�= �2GD��δA�。

从方程（2.3）中，计算了温度T和夸克化学势�下每单位体积的热力学势[25]：
ωMFA = (M �m)2
4GS
+ |�|2
4GD
�4
Z
d3p
(2π)3
�
Ep + Tlog
�1 + e�ξ+/T��1 + e�ξ�/T�
+�+ + sgn(ξ�)��+ 2Tlog
�1 + e��+/T��1 + e�sgn(ξ�)��/T��
，
(2.4)
Ep =
q
p2 + M2,
ξ± = Ep ± �,
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�± =
q
ξ2± + |�|2.
(2.5)

在平衡状态下，M和�的期望值通过最小化ωMFA得到，对ωMFA的驻定条件给出了“隙方程”
�ωMFA
�M
= 0，
�ωMFA
��
= 0。
(2.6)

2SC相的特征是非零的双夸克凝聚�。在2SC-PT时，2SC相中的�从零连续地变为非零值，前提是PT是二阶的，这意
味着ωMFA满足
�2ωMFA
��2

�=0 = 0，
(2.7)
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图1. 通过平均场近似在2味NJL模型（2.1）[35]中计算得到的相图。实线表示GD = 0.70GS时计算的一阶相变。虚线、虚
点线和点线分别表示GD/GS = 0.70、0.65和0.60时的二阶2SC-PT。QCD-CP由位于(TCP, �CP) �(46.712, 329.34) MeV的
圆标记表示。
在2SC-PT处。方程(2.7)告诉我们，在最小点周围的自由能是平坦的，因此双夸克磁化率χD = (��ωMFA/�Δ�)�
�是发散的，相应地，Δ在2SC-PT处的波动也是发散的。这种发散是二阶相变的普遍特征[14]。我们将在后续章节中
讨论其后果。由于非零当前夸克质量，手征凝聚态��σ�始终不为零。另一方面，当ωMFA在低T和高�区域有两
个局部最小值时，当T和�变化时，M和Δ在全局最小值处的值可以发生不连续的变化，这对应于一阶相变。
在图1中，我们展示了通过MFA[35]得到的T-�平面上的相图：实线表示一阶相变线。位于(TCP, �CP) �(46.712, 329.3
4) MeV的圆标记表示一阶相变线的终点，在该点相变是二阶的，称为QCD-CP。虚线、虚点线和点线分别表示GD/GS
= 0.70、0.65和0.60时的2SC-PT。2SC-PT的临界温度随着GD的增大而增加。在我们的模型中，2SC-PT是二阶的。
如引言所述，除了MFA之外的一些研究建议，由于胶子场的波动，2SC-PT的阶数是弱一阶[20,21,23]。由于不存在区分
2SC相和正常相的全局对称性，2SC相的过渡可能必须是连续的[2]。无论如何，我们目前还没有关于2SC-PT阶数的明
确结论，以下分析将仅基于MFA的结果进行。
在ωMFA在低T和高�区域存在的两个最小值合并的QCD-CP处，ωMFA在M-Δ平面上有一个平坦方向。如图1所示，
在我们的模型中，QCD-CP处Δ=0，平坦方向沿M方向。因此，在最小值处，ωMFA满足��ωMFA/�M� = 0，(2.8
)在QCD-CP处。方程(2.7)表明，M在QCD-CP处的波动是发散的。
3. 相变软模的集体双夸克/粒子-空穴激发
在本节中，我们讨论了2SC-PT和QC附近的Δ和M波动动力学性质。

D-CP，分别基于线性响应理论。我们表明，这些场表现出集体激发，分别在相应的相变附近，强度函数具有显著峰值
[16,17,24,25,35]。
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Dk=+���,
Tk=Sk=+���,
Sk=
图2. 方程（3.12）的示意图。单线表示夸克传播子。
3.1. 线性响应理论
线性响应理论[51]是探索集体激发动力学性质的有用工具。该理论的关键思想是用表示为哈密顿量Hext = R d3xdteiωt
�ik�x f (x, t)O(x, t)的无限小外部场扰动系统，其中O(x, t)是玻色场算符，f (x, t)是经典函数。由于应用外部场，O(x, t)
的期望值可以偏离其热力学期望值�O�。对于无限小扰动，这种偏差与f (x, t)成正比，并由[51]表示
δ�O(x, t)�≡�O(x, t)�ext ��O�=
Z
d3x′dt′DR(x �x′, t �t′) f (x′, t′),
(3.9)
其中�O(x, t)�ext表示有外部场时的期望值，DR(x, t)是推迟格林函数
DR(x, t) = �i�[O(x, t), O(0, 0)]�θ(t),
(3.10)
其中[A, B] = AB �BA是反对易子。方程（3.9）的傅里叶变换得到
δ�O(k, ω)�= DR(k, ω) f (k, ω),
(3.11)
其中DR(k, ω) = R
d3xdteiωt�ik�xDR(x, t)等等。
当DR(k, ω)在实ω = ω(k)处有极点时，方程（3.11）告诉我们，在无限小外部扰动下，δ�O(k, ω(k))�变为非零。
这种模式形成了一种集体激发，它携带算符O(x, t)的量子数。当DR(k, ω)在ω = ω(k) ∈C处有一个具有小虚部的复极
点时，也称为存在一个发展良好的集体模式或准粒子。
为了探索Δ和M的波动，我们只需将算符�δA(x, t)和�σ(x, t)分别代入�O(x, t)。我们分别将这些推迟函数表示为DR
D(k, ω)和DR
S (k, ω)。
3.2. 随机相位近似和Thouless准则
与MFA一致的推迟格林函数DR
D(k, ω)和DR
S (k, ω)由随机相位近似（RPA）或环近似给出，
DR
γ(k, ω) =
QR
γ(k, ω)
1 + GγQRγ(k, ω) = QR
γ(k, ω) �QR
γ(k, ω)GγQR
γ(k, ω) + � � � ，
(3.12)
其中γ = D, S，以及未扰动的相关函数QR
γ(k, ω)。如图2所示，QR
γ(k, ω)由一环图表示，其中夸克传播子的方向对于γ = D, S是相反的。
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为了计算QRγ(k, ω)，首先引入Matsubara（虚时间）形式主义中的相应函数
QD(k) =
Z
d3xdteiνnτ�ik�x�Tτ �δA(x, τ) �δ�
A(0, 0)�free
= �2Nf (Nc �1)
Z
p TrD[G0(p)G0(k �p)],
(3.13)
QS(k) =
Z
d3xdteiνnτ�ik�x�Tτ �σ(x, τ)�σ(0, 0)�free
= �2Nf Nc
Z
p TrD[G0(p)G0(k + p)],
(3.14)
其中k = (k, iνn)是集体指数，νn = 2nπ/T是玻色子的Matsubara频率，���free表示非相互作用系统中的期望值，G0
(p) = G0(p, iωm) = 1/[(iωm + �)γ0 �p � γ �M]是自由夸克传播子，ωm = (2m + 1)π/T是费米子的Matsubara频率
。然后通过解析延拓iνn → ω + iη得到延迟函数QRγ(k, ω)
Qγ(k) = Qγ(k, iνn) ������→
iνn→ω+iη QRγ(k, ω).
(3.15)
为了方便起见，我们还引入了延迟的T矩阵
ΞRγ(k, ω) =
1
G�1γ + QRγ(k, ω) = Gγ �GγDRγ(k, ω)Gγ,
(3.16)
这也意味着
DRγ(k, ω) = G�1γ QRγ(k, ω)ΞRγ(k, ω).
(3.17)
T矩阵（3.16）的一个重要特性是，它们的低能低动量极限与ωMFA的二阶导数相关
lim
|k|→0 ΞR
D
�1(k, 0) = 2�2ωMFA
��2
,
lim
|k|→0 ΞR
S
�1(k, 0) = 2�2ωMFA
�M2
,
(3.18)
如[35]所述，可以很容易地验证。
由于热力学势满足在2SC-PT（QCD-CP）处�2ωMFA/��2 = 0（�2ωMFA/�M2 = 0），从式（3.18）可以立即得出
，在各自的临界点满足ΞRγ�1(0, 0) = 0和DRγ�1(0, 0) = 0，
(3.19)
这些特性被称为Thouless准则[52]。
虽然这里提出的Thouless准则的推导依赖于MFA和RPA，但它具有超越MFA的一般有效性，反映了lim|k|→0 ΞRγ�1(k
, 0)对应于在二阶相变时发散的序参量场的极化率的事实[39]。
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Thouless准则的一个重要后果是，DRD(k, ω)和DRS(k, ω)在2SC-PT和QCD-CP处分别有一个无质量的极点ω(0) = 0。由
于极点ω(k)作为T和�的函数连续变化，即使在远离转变点的情况下，极点也保持在原点ω = 0附近。这种模式被称为
相应相变的软模。
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3.3. QRγ的分析结构
QRγ的虚部计算为[35]
ImQRD(k, ω) = �
Nf(Nc �1)T
4π
(ω + 2�)2 �k2
|k|
×
�
θ
� �Λ �|ω + 2�|
�
θ
�|ω + 2�| �
p
k2 + 4M2�
FD
�ω, �k(|k|, ω + 2�)
�
+ θ
��k(|k|, �Λ) �|ω + 2�|
�h
FD
�ω, �k(|k|, ω + 2�)
� �FD
�ω, �Λ
�i�
,
(3.20)
FD(ω, x) = 2 ∑
s=±
s log cosh([ω + sx]/4T),
(3.21)
以及
ImQRS(k, ω) = �
Nf NcT
4π
ω2 �k2 �4M2
|k|
×
�
θ
� �Λ �|ω|
�
θ
�|ω| �
p
k2 + 4M2�
FS
�ω, �k(|k|, ω)



与QCD临界点和色超导电性相关的软模动力学——伪隙、异常双夸克产生和电导率

原文第 7 页（续）

�
+ θ
��k(|k|, �Λ) �|ω|
�h
FS
�ω, �k(|k|, ω)
� �FS
�ω, �Λ
�i�
,
(3.22)
FS(ω, x) = ∑
s,t=±
s log cosh([ω + sx �2t�]/4T).
(3.23)
从方程(3.20)和(3.22)中，可以发现方程(3.20)中括号内的第一项（第二项）在|ω + 2�| > p
k2 + 4M2
(|ω + 2�| < �k(|k|, �Λ))时取非零值，而方程(3.22)中的项在|ω| > p
k2 + 4M2
(|ω| < �k(|k|, �Λ))时取非零值。(3.24)
(3.25)
还可以从方程(3.20)和(3.22)中验证，QRD(k, ω)和QRS(k, ω)在支持边界(3.24)和(3.25)处不是解析的。因此，QRS(k, ω)
在原点处不是解析的，而QRD(k, ω)在那里是解析的。正如我们稍后将看到的，这导致了2SC-PT和QCD-CP的软模性
质的本质差异。在这里，我们想要澄清关于与QCD-CP相关的软模性质的文献中存在的混淆，如果不是误解。如第3.2
节所述，DRS(k, ω)在原点处不是解析的，与DRD(k, ω)不同。这种差异源于动力学结构因子的差异；尽管SD(k, ω)在
原点周围是解析的，但SS(k, ω)不是，并且在原点处有不同的极限值，这取决于是在空间区域还是时间区域接近。空
间区域中存在的极点主要代表由（夸克）粒子-空穴激发组成的密度波动，并且当系统接近临界点时，在复能量平面上
向原点移动，显示出软模的本质[16,17]。在时间区域中，DRS(k, ω)也存在极点，如σ和π介子激发，并且没有显示出
任何软化行为。实际上，对于SS(k, ω)在时间区域中的光谱函数的支持仅存在于|ω| > √
k2 + 4M2的区域，因为M在QCD-CP处保持非零。因此，如果像某些文献中看到的那样用符号σ表示QCD-CP的软模可
能会造成混淆，甚至是不恰当的；一个可能的替代可能是用σs表示，其中s代表“声波”。
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3.4. 线性化时变Ginzburg-Landau (TDGL) 近似
在本小节中，我们推导出接近2SC-PT和QCD-CP的软模的有效方程，称为线性化时变Ginzburg-Landau (TDGL) 方程[35]
。这些方程是通过将ΞRγ(k, ω)关于k和ω进行展开得到的。在推导过程中，2SC-PT和QCD-CP的软模的解析性质中
的定性差异将变得明显。所得的TDGL方程将在后续章节中以简单的方式有助于研究软模对各种可观测量的影响。

3.4.1. 2SC-PT的软模
让我们从2SC-PT的软模开始，这是一个编码在ΞR D(k, ω)中的集体模。如第3.2节所述，这个T矩阵在T = Tc时满足ΞR
D�1(0, 0) = 0，并且在ω = |k| = 0时是解析的。因此，在小的ω和|k|下，这个函数很好地被泰勒展开ΞR D�1(k, ω) �
AD(k) + CDω所近似（3.26），在2SC-PT附近，其中AD(k) = G�1 D + QR D(k, 0)，CD = �QR D(0, ω)/�ω，这些是
分别被发现的实数和复数。由于Thouless准则（3.18）告诉我们AD(0) = 0在T = Tc时，方程（3.26）进一步展开为ΞR D
�1(k, ω) ��aD� + bDk2 + cDω，（3.28），其中缩放温度� = (T � Tc)/Tc。（3.29）

近似公式（3.28）对应于线性化时变Ginzburg-Landau (TDGL) 方程[39]。事实上，线性响应理论，方程（3.11），表明
场�的方程运动在无穷小外部场下由ΞR D�1(k, ω)�(k, ω) = 0给出，其傅里叶变换给出线性化TDGL方程(iCD�/�
ω �bD�2 + �aD�)�= 0。在以下内容中，我们将方程（3.28）和（3.26）分别称为TDGL和低能（LE）近似。数值
验证表明，这些近似很好地再现了在2SC-PT附近的RPA中得到的ΞR D�1(k, ω) [35]。

从方程（3.28）中，软模的色散关系可以很容易地得到ω = �(�aD� + bDk2)/cD。（3.30）

当|RecD| �|ImcD|时，方程（3.28）可以重写为
ΞR D(k, ω) =
1
aD + bDk2 + cDω =
i
|ImcD|
1
ω + iτ�1
GL
1 + ξ2
Dq2
，
（3.31）

其中τGL = |cD|/aD和ξD = √bD/aD分别是软模的弛豫时间和相干长度。方程（3.31）表明软模是一个阻尼模。

使用近似M �T + |�| �Λ和T/� �1，方程（3.28）中的系数计算为
�aD =
2Nf (Nc �1)
π2
�2
，
bD =
7Nf (Nc �1)ζ(3)
48π4
�2
T2
，
cD = �i
Nf (Nc �1)
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4π
�2
T
，
（3.32）
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对数项[35]。由于方程（3.32），方程（3.31）中弛豫时间和相干长度的表达式简化为
τGL = π / 8T^(1/�),
ξD = r^(7ξ(3)) / (96T^(2/�^(1/2))),
（3.33）
分别。可以看出，这两个量都不依赖于�，并且当� →0时发散。
3.4.2. QCD-CP的软模
QCD-CP的软模可以像2SC-PT一样处理。对于小的ω和|k|，ΞR_S(k, ω)被近似为
ΞR_S^(-1)(k, ω) � AS(k) + CS(k)ω,
（3.34）
其中
AS(k) = G_S^(-1) + QR_S(k, 0)
和
CS(k) = �QR_S(k, ω) / �ω
（ω=0），
它们被发现分别是实部和纯虚部。方程（3.35）与方程（3.26）的一个重要区别是ΞR_S^(-1)(k, ω)在ω = |k| = 0处不是
解析的；反映这一点，CS(k)在k →0时发散为1/|k|。正如第3.3节所讨论的，ΞR_S(k, ω)在|ω| = �k(|k|, �Λ) �|k|处有
间断。因此，LE近似（3.34）仅在|ω| < �k(|k|, �Λ)的区域内有效，不适用于时间区域。这种解析性质表明，QCD-C
P的软模位于空间区域，因此不是时间区域中的传统介子激发。
方程（3.34）进一步展开为
ΞR_S^(-1)(k, ω) � aS(T, �) + bS|k|^2 + cSω/|k|,
（3.36）
其中aS(T, �) = G_S^(-1) + lim|k|→0 QR_S(k, 0)。我们将其称为ΞR_S(k, ω)的TDGL近似，类似于方程（3.28）。与2SC
-PT的情况不同，方程（3.34）或（3.36）仅适用于空间区域。当我们使用它时，我们假设在时间区域ΞR_S(k, ω) = 0
。方程（3.36）中的最后一项在空间区域是有限的。
方程（3.36）中的参数aS(T, �)在2SC-PT的情况下在QCD-CP处为零。然而，它在那里的行为比2SC-PT的情况更复杂：
当T和�以不同的固定比例T -TCP : � -�CP线性接近QCD-CP[35]时，它会有不同的变化；例如，
aS �
�
�
�
�CP
平行于一阶线，
�^(2/3)CP
否则，
（3.37）
在MFA中
�CP = s / (T -TCP)^2 + (� -�CP)^2
（3.38）。
4. 夸克激发谱中伪隙的出现
在前面几节中，我们已经看到，�和M的波动在2SC-PT和QCD-CP附近增强，并形成了发达的集体模式，即软模，这
些模式在二阶性质的临界点处变得无质量。软模的出现反过来可以自然地改变过渡附近各种物理可观测量（如Δ和M
）的性质。
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T
T
...
图3. 非自洽T矩阵近似下表示夸克格林函数的费曼图。细线代表自由传播子G0，而粗线代表全传播子G。
点。在本节和下一节中，我们将研究一些在2SC-PT和QCD-CP附近的致密夸克物质中的可观测量。
在本节中，我们关注由于软模引起的夸克激发性质的修改。在强关联超导体中，如高温超导体和接近单位性极限的冷
原子，已知在临界温度Tc附近的费米子激发表现出非传统性质。它们导致即使在临界温度以上，费米面上的态密度也
会被抑制，这被称为伪隙现象。在本节中，我们探讨了在2SC-PT和QCD-CP附近夸克谱函数中可能出现伪隙的可能性
。
夸克的激发性质包含在一粒子夸克谱函数A(k, ω) = �1/π�ImGR(k, ω) = �1/πGR(k, ω) �γ0GR�(k, ω)γ0/2i中，
(4.39)其中包含延迟的夸克格林函数GR(k, ω)。从旋转和宇称不变性，A(k, ω)的狄拉克指标可以分解为
A(k, ω) = ρ0(k, ω)γ0 �ρv(k, ω)�k � γ + ρs(k, ω)，
(4.40)其中�k = k/|k|。在这里，ρ0(k, ω)代表夸克数强度，夸克的态密度通过此通道定义为
N(ω) = 4/∫
Z
d3k
(2π)3 Trc,f[ρ0(k, ω)]，
(4.41)其中Trc,f表示色和味指标迹。
为了通过结合2SC-PT的软模效应来计算夸克格林函数，我们采用非自洽T矩阵近似[25,53]，其中夸克传播子如图3所示
。图中的细线和粗线分别代表自由传播子和全传播子。在 Matsubara形式中，此近似下的夸克自能由
�Σ(p, ωn) = �4 ∑
A=2,5,7
(λA)2T ∑
m
Z
d3k
(2π)3 �ΞD(p + k, ωn + ω′
m)G0(k, ω′
m)，
(4.42)
其中�ΞD(p, νn)是虚时间形式中的T矩阵。在方程(4.42)中，双夸克软模效应包含在夸克通过T矩阵传播的过程中。
在图4中，我们展示了在μ = 400MeV和ε = 0.01（左）和0.2（右）下，通过此近似在2SC-PT附近获得的谱函数ρ0(k,
ω)，其中ε = (T �Tc)/Tc。可以看到，在两个图中ω = ±k ��周围都有明显的峰值结构，分别对应准夸克和反夸克
激发。准夸克峰在费米能级ω = 0附近有明显的凹陷，这意味着夸克激发的衰变率在那里增强。凹陷变得更加-----
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a) ε=0.01
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b) ε=0.2
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0.03
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图4. 在μ=400MeV和ε=0.01和0.2时的谱函数ρ0。上图为费米面附近的放大图[53]。ω=k-μ和ω=-k-μ处的峰分别对
应于夸克和反夸克准粒子。注意在ω=0附近存在一个凹陷，这是伪隙形成的原因。
0.4
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50
100
ω
μ = 400 MeV
ε=0.02
ε=0.01
-100
-50
0
50
100
ω
μ = 500 MeV
图5. 在μ=400MeV和不同的ε≡(T-Tc)/Tc[53]下的态密度。虚线表示自由夸克的态密度。可以看到明显的伪隙结构，
该结构在ε≈0.05时仍然存在。
当ε减小时，这种现象非常显著。这种行为与传统费米液体的行为相反，在准粒子的寿命随着ω接近费米能时变长。
将此谱函数代入方程(4.41)，可以得到夸克态密度N(ω)。在图5中，我们展示了μ=350、400、500 MeV和几个ε值下的
态密度，该态密度已归一化到自由夸克的态密度Nfree(ω)=2NfNc(ω-μ)�/π�[53]。对于所有μ值，在ε=0.01时，
态密度在费米能附近出现明显的凹陷，并且这种凹陷在ε≈0.05时仍然存在。这一结果显示了色超导体的伪隙现象。
通过[25,53]中首次展示的ρ0(k, ω)和ω=ω�(k)的非费米液体行为，可以自然地理解夸克态密度中伪隙的出现。
由于QCD-CP的软模引起的类似伪隙现象已在参考文献[54]中进行了研究。然而，在这种情况下，发现夸克谱具有复杂
的丰富结构。在热相对论系统中，已知简单的玻色子交换相互作用会导致费米子激发中的质量隙，称为热质量。当与
费米子耦合的玻色子质量为零时，费米子激发有两个分支，其中一个称为等离子体子。还知道，当玻色子质量非零时
，费米子谱显示出三峰结构；除了正常和等离子体子模式外，还出现几乎无质量的模式。在参考文献[55,56]中，这种
三峰结构在手征极限中的手征相变附近得到证实。然后，分析扩展到参考文献[54]中的QCD-CP；对于μ=0的情况，
也可参见[57,58]。
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图6. 二重夸克软模对热力学势的贡献。
(a)
(b)
(c)
(d)
图7. Aslamazov-Larkin (a)、Maki-Thompson (b) 和态密度 (c、d) 项的图示，其中波浪线代表光子。
5. 电导率和双轻子产生率
在本节中，我们探讨了软模对2SC-PT和QCD-CP附近电导率和双轻子产生率（DPR）的影响。这些量由延迟光子自能
ΠR�ν(k, ω)导出，其表达式为
ΠR�ν(k, ω) =
Z
d4xeiωt�ik�x�[j�(x, t), jν(0, 0)]�θ(t),
(5.43)
其中j�(x, t)是电电流算符。电导率σ由方程(5.43)的低能极限给出，即
σ = �1
3 lim
ω→0
1
ω
3
∑
i=1
ImΠRii(0, ω),
(5.44)
而DPR与ΠR�ν(k, ω)相关，其关系式为
d4Γ
d4k = �
α
12π4
1
k2
1
eω/T �1 g�νImΠR�ν(k),
(5.45)
其中α是精细结构常数。
在本节中，我们首先通过引入软模以满足Ward-Takahashi (WT)恒等式来构建光子自能ΠR�ν(k, ω)，然后从中推导出
电导率和DPR。在本节的整个过程中，我们假设ΠR�ν(k, ω)由三部分组成
ΠR�ν(k, ω) = ΠR�ν
free (k, ω) + ΠR�ν
D
(k, ω) + ΠR�ν
S
(k, ω),
(5.46)
其中ΠR�ν
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D
(k, ω)和ΠR�ν
S
(k, ω)分别代表2SC-PT和QCD-CP软模的贡献，这些贡献将在下文中定义，而ΠR�ν
D
(k, ω)是自由夸克系统的自能。在Matsubara形式中，它表示为
�Π�ν
free(k) = NcCem
Z
p TrD[γ�G0(p + k)γνG0(p)],
(5.47)
其中eu = 2|e|/3 (ed = �|e|/3)是上夸克（下夸克）的电荷，e是电子电荷，Cem ≡e2
u + e2
d。
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5.1 光子自能
5.1.1 2SC-PT软模的贡献
首先，让我们研究ΠR�ν
D
(k, ω)，它代表了2SC-PT软模的影响。为了以规范不变的方式构建它，我们首先从软模对热力学势�D = 3
Z
p ln[GD �Ξ�1
D (p)](5.48)
的贡献出发，这是�ΞD(p)的一环图。方程(5.48)的图形表示如图6所示，其中�ΞD(p)是方程(3.16)对应的虚时间T矩
阵，系数3来自反对称的三个反夸克模式通道。然后，通过在�D的夸克线上任意两点处附加电磁顶点，构建满足WT
恒等式的光子自能。此过程导致图7所示的四种类型图；在金属超导理论[39]中，它们分别被称为(a)阿斯拉马佐夫-拉
林(Aslamazov-Larkin, AL) [36]，(b)上田-汤普森(Maki-Thompson, MT) [37,38]，以及(c, d)态密度(DOS)项。在 Matsubara
形式中，我们有
�Π�ν
D (k) = �Π�ν
AL,D(k) + �Π�ν
MT,D(k) + �Π�ν
DOS,D(k),
(5.49)
其中
�Π�ν
AL,D(k) = 3
Z
q
�Γ�
D(q, q + k) �ΞD(q + k)�Γν
D(q + k, q) �ΞD(q),
(5.50)
�Π�ν
MT (DOS),D(k) = 3
Z
q
�ΞD(q) R�ν
MT (DOS),D(q, k),
(5.51)
分别表示AL、MT和DOS项的贡献，顶点函数�Γ�
D(q, q + k) = 4(Nc �1)e�
Z
p TrD[G0(p)γ�G0(p + k)G0(q �p)],
(5.52)
R�ν
MT,D(q, k) = 8(Nc �1) eued
Z
p TrD[G0(p)γ�G0(p + k)G0(q �p �k)γνG0(q �p)],
(5.53)
R�ν
DOS,D(q, k) = 4(Nc �1)(e2
u + e2
d) ∑
s=±
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Z
p TrD[G0(p)γ�G0(p + sk)γνG0(p)G0(q �p)],
(5.54)
q = (q, iνn)代表软模的四动量。可以明确地检查它们满足WT恒等式
k� �Γ�
D(q, q + k) = (eu + ed)[QD(q + k) �QD(q)],
(5.55)
k�R�ν
D (q, k) = (eu + ed)[�Γν
D(q �k, q) ��Γν
D(q, q + k)],
(5.56)
其中R�ν
D (q, k) = R�ν
MT,D(q, k) + R�ν
DOS,D(q, k)。使用方程(5.55)和(5.56)，还可以验证�Π�ν(k)满足WT恒等式k� �Π�ν(k) = 0。
在以下数值分析中，我们使用LE或TDGL近似来近似方程(5.50)和(5.51)中的�ΞD(q)。在这种情况下，顶点�Γ�
D(q, q + k)和R�ν
D (q, k)被确定，以便满足这些近似的T矩阵的方程(5.55)和(5.56)。这个程序最容易通过顶点的低能-动量展开来实现。
当采用LE近似时，可以证明R�ν
D (q, k)是动量的实函数。利用这一性质，可以证明
Im
�
ΠRij
MT,D(k, ω) + ΠRij
DOS,D(k, ω)
� = 0,
(5.57)
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图8. QCD-CP软模对热力学势的贡献。
(a)
(c)
(e)
(g)
(i)
(b)
(d)
(f)
(h)
(j)
图9. Aslamazov-Larkin (a)–(d)、Maki-Thompson (e, f) 和态密度 (g)–(j) 项的图示表示，其中单线、双线和波浪线分别代
表夸克、软模和光子。即，MT和DOS项在ImΠRij(k, ω) [59]中完全抵消。由于电导率和DPR仅依赖于ImΠRij(k, ω)，
正如方程(5.44)和(5.45)所示，方程(5.57)表明只有AL项对这两个量有贡献。通过将iνl →ω + iη进行解析延拓，从方程
(5.50)得到ImΠRijD(k, ω)的显式形式：
ImΠRijD(k, ω) = ImΠRijAL,D(k, ω)
= 3
Z
d3q
(2π)3 ΓiD(q, q + k)ΓjD(q + k, q)
Z dω′
2π coth ω′
2T
ImΞRD(q, ω′)
n
ImΞRD(q + k, ω′ + ω) �ImΞRD(q �k, ω′ �ω)
o
.
(5.58)
5.1.2. QCD-CP软模的贡献
接下来，我们计算ΠR�νS(k, ω)，即QCD-CP软模对光子自能的修正[27]。由于计算过程与第5.1.1节类似，以下将省
略重复的描述。
与前面的分析类似，我们从图8中所示的QCD-CP软模的一环图开始，这是热力学势�S = R
p ln[GS �Ξ�1
S (p)]的最低阶贡献。在�S中，将电磁顶点附着在夸克线的任意两个不同点，我们得到图9中所示的十种图，因为在这
种情况下，顶点中夸克线的方向应该区分，所以图的数目比图7多。我们将图(a)–(d)称为AL，(e)、(f)称为MT，(g)–(
j)称为DOS项。在虚时间形式中，相应的光子自能贡献分别表示为：
�Π�νAL,S(k) = ∑
f =u,d
Z
q
�Γ�f(q, q + k) �ΞS(q + k)�Γνf(q + k, q) �ΞS(q),
(5.59)
�Π�νMT,S(k) = ∑
f =u,d
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Z
q
�ΞS(q) R�νMT,f(q, k),
(5.60)
�Π�νDOS,S(k) = ∑
f =u,d
Z
q
�ΞS(q) R�νDOS,f(q, k),
(5.61)
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总共给出�Π�ν
S (k)为
�Π�ν
S (k) = �Π�ν
AL,S(k) + �Π�ν
MT,S(k) + �Π�ν
DOS,S(k).
(5.62)
与之前一样，可以显式地检查这些方程中的顶点函数满足WT恒等式
k� �Γ�
f (q, q + k) = �e f [ �Ξ�1
S (q + k) ��Ξ�1
S (q)],
(5.63)
k�R�ν
f (q, k) = �e f [�Γν
f (q �k, q) ��Γν
f (q, q + k)],
(5.64)
其中R�ν
f (q, k) = R�ν
MT,f (q, k) + R�ν
DOS,f (q, k). Eq. (5.62)的WT恒等式k� �Π�ν
S (k) = 0，很容易通过Eqs. (5.63)和(5.64)验证。
与前面的子节一样，我们使用LE或TDGL近似�ΞS(q)，并确定顶点函数�Γ�
f (q, q + k)和R�ν
f (q, k)，使它们满足Eqs. (5.63)和(5.64)。然后可以证明Rij
f (q, k)仅是动量q和k的实函数。利用这一性质和与我们在Eq. (5.57)中所做的相同程序，可以证明MT和DOS项在ImΠR
�ν
S
(k, ω)的空间分量中相互抵消。因此，ImΠRij
S (k, ω)再次仅由AL项给出。最终结果计算为
ImΠRij
S (k, ω) = ImΠRij
AL,S(k, ω)
= ∑
f
Z
d3q
(2π)3 Γi
f (q, q + k)Γj
f (q + k, q)
Z dω′
2π coth ω′
2T
× ImΞR
S (q, ω′)
n
ImΞR
S (q + k, ω′ + ω) �ImΞR
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S (q �k, ω′ �ω)
o
.
(5.65)
5.2 电导率
现在，我们将上述得到的光子自能应用于电导率σ的分析。由于光子自能由三个贡献组成，如Eq. (5.46)所示，零动量
处的谱函数ρ(ω) = �∑i ImΠRii(0, ω)也分解为
ρ(ω) = ρfree(ω) + ρD(ω) + ρS(ω),
(5.66)
其中ρfree(ω) = �∑i ImΠRii
free(0, ω)，ρD(ω) = �∑i ImΠRii
D (0, ω)，ρS(ω) = �∑i ImΠRii
S (0, ω)。其中，ρfree(ω)不贡献于σ，因为对于|ω| < 2M，ρfree(ω) = 0。在2SC-PT附近，ρD(ω)支配ρS(ω)，σ
的行为仅由ρD(ω)描述，反之亦然。因此，在以下内容中，我们分别从ρD(ω)和ρS(ω)计算2SC-PT和QCD-CP附近
的传输系数。
在讨论数值结果之前，分析地探讨σ在2SC-PT和QCD-CP附近的性质是有益的。从Eqs. (5.58)和(5.65)中，得到ργ(ω)
(γ = D, S)在ω = 0处的导数如下
�nργ(ω)
�nω

ω=0
= 2 �Nγ
Z
d3q
(2π)3 |Γγ(q, q)|2
Z
dω′ coth ω′
2T ImΞR
γ(q, ω′)
�n
�nω′ ImΞR
γ(q, ω′),
(5.67)
其中 �ND = 3e2
�, |ΓD(q, q)|2 = ∑i Γi
D(q, q)2, �NS = e2
u + e2
d, 和 |ΓD(q, q)|2 = ∑i,f Γi
f (q, q)2.
在2SC-PT的情况下，当T接近Tc时，由于aD →0，Eq. (5.67)中的积分在(|q|, ω′) = (0, 0)处发散。因此，Eq. (5.67)的主
要贡献来自原点。这证明了使用TDGL近似(3.28)的合理性，并得到
σ = �3e2
�T
16π
1
a1/2
D b1/2
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D
|cD|2
ImcD
�T��1/2.
(5.68)
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TDGL : T > TCP
TDGL : T < TCP
10�3
10�2
���2/3
CP
T = TCP
LE : � > �CP
LE : � < �CP
TDGL : � > �CP
TDGL : � < �CP
�CP(T, �)
σ / T
图10. 上部面板：在不同�和GD值下，2SC-PT附近的电导率σ。粗红线和细蓝线分别是LE和TDGL近似的成果。在左
侧面板中，线在� = 350、400和500 MeV下绘制，GD/GS = 0.7固定，而右侧面板显示了GD/GS = 0.70、0.65和0.60下� =
350 MeV的结果。虚线表示临界指数��1/2。
下部面板：QCD-CP附近的电导率σ。在左侧面板中，T和�沿着转变线变化。中间和右侧面板分别显示了固定� = �
CP和T = TCP的结果。每个面板中的虚线代表方程(5.70)中的临界指数。
此结果表明，σ在T = Tc时以临界指数�1/2发散，这与平均场值相对应。方程(5.68)还告诉我们，σ的大小对�和GD
没有明显的依赖性，这意味着σ在2SC-PT附近对�不敏感。
接下来，我们考虑QCD-CP的情况。在这种情况下，使用TDGL近似(3.36)导致
�ρS(ω)
�ω
ω=0
= (e2
u + e2
d)T
2π3
ImcS
aS
tan�1 ImcS
aS
.
(5.69)
使用方程(3.37)，我们随后获得渐近行为
σ �1
aS
�
�
�
�
��1
CP
along the first-order PT or crossover transition lines,
��2/3
CP
otherwise.
(5.70)
接下来，让我们检查σ在2SC-PT和QCD-CP附近的数值行为。图10的上部面板显示了σ/T作为� = (T �Tc)/Tc的函数
。左侧面板显示了� = 350、400、500 MeV的结果，GD/GS = 0.7固定，而右侧面板在� = 350 MeV下GD的值变化。粗
红线(细蓝线)显示了LE(TDGL)近似的结果：可以看到σ/T随着T接近Tc而增长，图中的虚线表示方程(5.68)中的指数。
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还可以看到，LE和TDGL结果在此极限下趋于接近。
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图11. 在CP周围T-�平面上σ/T的等值线图，GD/GS分别为0.70、0.65和0.60。实线和虚线分别表示一级和二级相变。
随着ε增大，它们之间的差异也增大。该图证实了σ/T对�和GD不敏感，这与方程（5.68）中的分析结果一致。
在图10的下部面板中，我们展示了QCD-CP作为εCP[35]的函数的数值结果。在左侧面板中，T和�沿着相变线变化。
对于一级相变侧，相变线上的结果显示了两个共存状态。对于T > TCP的交叉侧，相变线由手征 susceptibility，χM =
�2�/�M2，在给定温度T下取最大值的点定义。在中部面板中，我们设� = �CP，并改变T，而在右侧面板中，�
随固定T = TCP变化。粗线和细线分别表示LE和TDGL近似的结果。细虚线表示方程（5.70）中的临界指数。我们看到
，数值结果与QCD-CP附近的解析结果吻合良好。
图11显示了在同时考虑QCD-CP和2SC-PT效应时，σ/T作为T和�的函数的总结性全局行为；彩色图显示了LE近似[35]
中GD/GS分别为0.70、0.65和0.60的结果。实线和虚线分别表示一级相变和二级2SC-PT。由于我们的形式不适用于��
= 0的2SC相，因此该相在图中留空。人们发现，σ/T在QCD-CP和2SC-PT周围增强。由于QCD-CP的存在，沿着平行
于一级相变线的临界线发生显著的增强。σ增强的两个孤立区域的存在，从HIC中的束能扫描的角度来看是很有趣的
，因为它会导致实验可观察量作为碰撞能量的两个非单调行为。我们将在下一小节回到这一点。
5.3. 双光子产生率
最后，我们关注DPR，它是HIC中的一个实验可观察量。由于DPR是从方程（5.45）中的光子自能中提取的，我们使用
第5.1节中获得的ΠRij(k, ω)来计算它。
图12的左侧面板显示了在� = 350 MeV和GD = 0.7GS时，T/Tc = 1.01、1.1和1.5以及临界温度Tc = 42.94 MeV[26]下，2SC-
PT附近每单位能量ω和动量k的DPR。粗线表示-----

来自软模的贡献，而细线代表自由夸克气体的贡献。可以看到，当T ≤ 1.5Tc时，与自由夸克气体相比，来自软模的DP
R在小ω和k区域异常增强，并且随着T接近Tc，这种增强更为明显。这一结果符合软模的性质。在重离子碰撞（HIC
）中，DPR被观测为不变质量M = √(ω� � k�)的函数，以消除介质运动的影响。图13显示了DPR在不变质量附近的
谱图。
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图12. 在Tc以上，μ = 350 MeV时2SC的对偶子产生率每单位能量ω和动量k（左）[26]以及QCD-CP在μ = μCP（右）[
27]的每单位能量ω和动量k的对偶子产生率，GD = 0.7GS。粗线（细线）表示软模（无质量自由夸克气体）的贡献。
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fluc (T = 0.9 Tc)
fluc (T = 0.8 Tc)
free (T = 0.99 Tc)
free (T = 0.95 Tc)
free (T = 0.9 Tc)
free (T = 0.8 Tc)
图13. 在Tc以上，μ = 350 MeV时2SC的对偶子产生率每单位能量ω和动量k（左）[26]以及QCD-CP在μ = μCP（右）[
27]的每单位能量ω和动量k的对偶子产生率，GD = 0.7GS。粗线（细线）表示软模（无质量自由夸克气体）的贡献。
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2SC-PT（左）和QCD-CP（右）[27]。发现在低质量区域M �200 MeV观察到DPR的异常增强。
DPR的低能-动量极限与电导率有关，这在方程（5.44）和（5.45）中得到验证。因此，当由碰撞产生的介质穿过图中
的红色区域时，重离子碰撞中的双光子产生增强[26,27]。图11中存在两个热点，分别对应于2SC-CP和QCD-CP，这可
能表明束能扫描可以测量DPR的明显峰值[59]。
6. 简要总结和结论
在本文中，我们基于2味Nambu-Jona-Lasinio（NJL）模型，对QCD-CP和2SC-CP的软模及其与重离子碰撞的相关性进行
了统一阐述。我们不仅全面讨论了与正常相中二次相变序参数耦合的物理量的静态波动，还讨论了动态波动，并展示
了在平均场水平计算中这两个相变的软模确实存在。然后证明了软模影响各种可观测量并引起有趣的现象。首先，展
示了2SC的二重子软模在2SC临界温度以上的正常相中费米面附近的夸克态密度中产生“伪间隙”。尽管伪间隙的出现
与凝聚态物理学中观察到的类似现象密切相关，但它被留作一个未来问题，即确定好的可观测量以进行实验验证。作
为实验上可行的可观测量，我们采用了电磁可观测量，如电导率和重离子碰撞中的双光子产生率，并表明这些量在很
大程度上受到软模的影响，因此当系统从正常相接近各自的临界温度时，它们都以发散的方式增加。为此，我们扩展
了成功解释金属超导性正常相中的“反常电导率”的思想。顺便提一下，软模还引起松弛时间的一个有趣的反常行为[
35]。
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